ESERCIZI SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI

ESERCIZI PRESENTATI E SVOLTI DAL PROF. GIANLUIGI TRIVIA

Nozioni fondamentali. L’equazione della forma F (x,y,y’,...y™) = 0 dove y = y (z) & una funzione incognita,
si chiama equazione differenziale di ordine ennesimo. Una funzione ¢ (x) che trasforma in identita l'equazione
differenziale, si chiama soluzione di questa equazione ed il suo grafico curva integrale. Se la soluzione & data in
forma implicita ® (z,y) = 0, si dice al solito che ¢ un integrale.

L’integrale @ (x,y, C1, ..., C,) = 0 dell’equazione differenziale contenente n costanti arbitrarie indipendenti
C1,...C, ed equivalente all’equazione, si chiama integrale generale. Assegnando alle costanti valori definiti, si
ottiene un integrale particolare.

ESERCIZI
Esercizio 1. Precisare se la funzione y = 522 & soluzione dell’equazione differenziale xy’ = 2y

Soluzione. Calcolo la derivata di y: ¥’ = 10z e sostituisco 10x% = 10x2. La risposta & positiva.

Esercizio 2. Precisare se la funzione y = % ¢ soluzione dell’equazione differenziale 3’ = 22 + y?

Soluzione. Calcolo la derivata di y: 3y’ = —m% e sostituisco _?12 =22+ ;—2 La risposta ¢ negativa.
Esercizio 3. Precisare se la funzione y = 022;””2 ¢ soluzione dell’equazione differenziale (z + y) dx = +xdy = 0
Soluzione. Calcolo la derivata di y: y' = —1'22';92 e sostituisco riscrivendo 'equazione come zy’ + x +y = 0

(ricordando che y' = %)

risposta positiva.

Esercizio 4. Precisare se la funzione y = 3sinx — 4 cos xz & soluzione dell’equazione differenziale y”’ + y = 0

Soluzione. Calcoliamo le derivate prima e seconda di y: ' = 3cosx+4sinx e y” = —3sin x+4 cos x; sostituiamo
nell’equazione —3sinx + 4 cosz + 3sinz — 4cosx = 0, da cui 0 = 0, risposta positiva.

. . . N . . . . 2
Esercizio 5. Precisare se la funzione x = C4 cos wt+ C5 sin wt & soluzione dell’equazione differenziale % +w?r =

0.
. . 2 . . .
z . me prima, % = —Ciwsinw hwceoswt; LE = —Ciw? coswt — Cow? sin wt; sostituiam
Soluzione. Come a, 4 Crwsinwt 4+ Cow coswt; L% C1w? cos wt — Cow? sin wt; sostituiamo

—C1w? coswt — Cow? sinwt + w? (C1 coswt + Cysinwt) =0

risposta positiva.

Esercizio 6. Determinare il valore di k affinché la funzione y (z) = e=2% + k, soluzione generale, sia soluzione
particolare dell’equazione differenziale y’ + 2y = 1.

672x

Soluzione. ricaviamo la derivata della soluzione generale 3’ = —2 e sostituiamo nell’equazione differenziale

data
—2e7% 4 27 L ok =1

da cui k = 1.
Esercizio 7. Precisare se la funzione y = ze® ¢ soluzione dell’equazione differenziale 3" — 2y’ +y = 0.
Soluzione. 3’ = e® + ze®; y"’ = 2e® + xe*; sostituendo si ha

2e” + xe® — 2e” — 2xe® 4 xe® =0

risposta positiva.
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1. EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE
1.1. Variabili separabili.

Esercizio 8. Risolvere J
d—z =—2y con y(l)=-5

Soluzione. Osserviamo che —2y = 0 quando y = 0. Pertanto la costante y (¢) = 0 ¢ una soluzione particolare.
Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri

T
Yy
cioe
Inly|=-2t+B
da cui

|y| _ 6B672t _ 067215
dove, ovviamente, e = Csey>0e C = —eBsey <0
La soluzione generale ¢
y=Ce

dove C' ¢ una costante. Introduciamo ora la condizione assegnata; avremo

—5=Ce 2! —5=Ce 2 C=-5e?
La soluzione particolare sara

y(t) = —be?e 2t = —5e2(1)

Tracciamo una parte del grafico di questa soluzione particolare

-\.-\.I

-2

L = (0, -36.95)

Esercizio 9. Trovare la soluzione generale della equazione differenziale
dy

2 .

— =y“sinz
dv 7

Trovare poi la soluzione particolare per y (0) = 1.

Soluzione. Se y = 0 allora y? = 0. Pertanto y () = 0 & una soluzione costante. Separiamo ora le variabili

d
—22/ = sinzdz

Y
e integrando

—y = —cosz+C

da cui
1

y:cosxfC’
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la soluzione generale sara y () =0 e

1
xT) =
y (@) cosz —C
troviamo la soluzione particolare
1_ 1 _
3=1¢ 1-0=2
da cui
C=-1
La soluzione particolare sara
1
4 cosx + 1

| | [ N
__.-f"l Il‘n_ _,r"ll k. A :5_-;-..:'II ll'\. ! v I'&__

Esercizio 10. tanz - sin? yda + cos? z - cot ydy = 0

Soluzione. divido primo e secondo membro per cos? z sin? y per separare le variabili e ottengo
sinx cos

Y gy —

dr +

cos3 x sin® y

sinz cos
/ 5—dr + / - 3y dy=C
cos’ sin® y
risolvendo i singoli integrali con i metodi noti, si ha

/ —cos® xd (cos ) + /sin_3 yd (siny) = C

0

per cui

e si ha
1 1

cos?z  sin’y

= 2C

cot?’y =tan’z+ 2C

Esercizio 11. zy —y = 33

. / .
Soluzione. y = %, per cui

dy _ .3
dr y=y
divido per dy
v +y
dr dy
cioe
dr dy
x oy +1)
da cui
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il secondo integrale si risolve scrivendo la frazione come somma di frazioni di grado inferiore di numeratori
incogniti

_ 1 _A By

y(2+1) oy y?+1
da cui

AP+ A+ By = 1

v (A+B)+A = 1

uguagliando i coefficienti dei termini omogenei dei due membri, si ha

A=-B A=1

I'integrale si scompone allora

d d
1n|x|:/5y—/y3f1+c

1 2ydy
1 =1 - =
n|z| n |yl 2/y2+1+C
1
In|z| = ln|y|—§ln|y2—|—1|—|—0
cioe
In|z| =1In Gy
y?+1
da cui
Cy

VEa

Esercizio 12. zyy =1 — 22

. 4 d .
Soluzione. sempre ponendo y = £, per cui

dy 2
LA
Ty x
1— 2
ydy = T dx
x
passando agli integrali
—
ydy = dr +C
x
ma f%dw = [Ldz — [zdz, per cui
2 2
y? =In|z| — % +C
con qualche calcolo algebrico
y* = 2Infz|—2® +InC
y?+22 = InCa?
Cz? = &tV

Esercizio 13. y — xy/ =a (1 + x2yl>
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Soluzione. utilizzo anche qui il metodo delle variabili separabili; svolgo la moltiplicazione e raggruppo le y'
zy (az+1)=y—a
separo le variabili con la consueta sostituzione y/ = g—g,
dy dx

y—a x(1+azx)

dy dx
/y—a_/x(l—i—ax)JrO

il secondo integrale si risolve come nel precedente esercizio
1 A B

z (1 + ax) _;—’— 1+ ax

passo agli integrali

da cui
1 = A+ Aax+ Bz
1 = z(Aa+B)+ A
confronto i termini con lo stesso grado
A =1
B = -a

I'integrale & pertanto

d d
Ji- [ ite
Yy—a T 14 ax

risolvo i singoli integrali

C
Inly—al=Injz|—In|l +az|+InC =1In i
1+ ax
risolvendo 1’equazione logaritmica si ha
Cx
—a=
Y 1+ax
e infine
_ x4+ Cx+a _ Ciz+a

v= 1+azx - l4ax
Esercizio 14. 3e® tanydx + (1 — %) sec? ydy = 0
Soluzione. dividendo per tany (1 — e®), ottenendo

3e*dx sec? ydy —0
(1—e") tany
ma sec?y = ﬁ =1+ tan?y, per cui
3e”dx (1 + tan? y) dy 0

(1—e") tany N

passando agli integrali, si ha
/ 3e”dx / (1 + tan? y) dy
— ~ 7 T _C
(1—e®) tany

rd 1
3/ car —|—/ dy+/tanydy:C
(1—e®) tany

d(e® . 3
3/ (<) +/ C?bydy—&-/ bmydy =C
1—e” siny cosy
—3In|l1 —€e®|+Inlsiny| —Injcosy| —InC =0
applicando le proprieta dei logaritmi si ha

ma e*dx = d (e*) per cui

calcoliamo gli integrali

tany

In————
C(1—e)?

=0

siccome Ina =0 se a = 1,
tany = C (1 — e)®
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Esercizio 15. (14 ¢*)yy = e* con y (0) =1

Soluzione. divido per (1 + e%)

dy  e”
ydx 14
cioe
d <4
= x
yay 1+4+e*
passando agli integrali
eZ
dy = de + C
/y Y /l—i-ex T +
2
yoo_ P
T = Injl+e¢e*|+InC
Y2
ora y (0) = 1, per cui sostituendo
1
5 = mCE)
ez = 2C
\/E
c = XY=
2
e la soluzione &
2 2
eT = % (1+4¢€%)

Esercizio 16. (a:yQ + x) dr + (xzy — y) dy=0cony(0)=1
raccolgo dentro le parentesi
(Y +1)de+y(® —1)dy =0
divido per (y2 + 1) (acQ — 1)

- Y
d dy =20
Z 1T E Y
passando agli integrali
T )
d dy = 0
/xz—l $+/y2+1 Y
1 2x 1 Y
- | ——dx+ = dy = 0
2/3:2—1 x+2/y2+1 4

risolvendo gli integrali
1 9 1 9 1
gnfe® =1+ Snfy® +1| = SinC
applicando le proprieta dei logaritmi e risolvendo
(@2 -1) (4 +1) =

applicando le condizioni iniziale date

—].><2:Cl
per cui
(2 =1) (P +1) =2
o
o l+a?
Yo

Esercizio 17. zdy + ydx = y?dz
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Soluzione. riscriviamo come
_ (2
zdy = (y — y) dx

5= )t

risolviamo 'integrale al secondo membro riscrivendo la frazione come somma di due frazioni

cioe

1 B é B  y(A+B)-A
yy-1 y y-1 y(y—1)
confrontando i coefficienti otteniamo A = —1 e B = 1, per cui
dx d d
/7:/£+ Wy
T Y y—1
da cui
—1
In|z| =In ly |—|—1nC
|yl
cioe
vy =C(y—1)

Esercizio 18. y' sinz =ylny con y (g) =1

. . K . . ’ .
Soluzione. sempre separando le variabili con la sostituzione y = W i ha

dx
dy dx

ylny sinz

d d
/ ? :/ e
ylny sinz

la derivata del logaritmo e proprio %, e, utilizzando le formule goniometriche, sinz =

passando agli integrali

1
'17,
9sin £ z Y
sin § cos 5, per cui

ma nella frazionei

d(Iny) 1 dx
/ = */ﬁ—ﬁ-c
Iny 2 J singcos g
1 [cos% 1
Wiy = 5 [ 2 detC
2 ) sing cos®
1 1 1
n(ny) 2/tan92” cos? § T
1 _1 z .
ma cos2gdx 1d (tan Z) per cui
x
In(lny) = 1n(tan§)+lnc
x
1 = Ctan-
ny an o
cioe
y:eCtan%

us

applichiamo ora la condizione assegnata y (%) =1 [tan (Z) =1
1=¢¢

da cui C' = 0 e la soluzione particolare ¢ y = 1

Esercizio 19. y = (z +y)°.
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Soluzione. Per ottenere la separazione delle variabili, € necessario introdurre la seguente sostituzione:

rt+y=u
da cui
Yy = u—=x
yl = -1
sostituendo
u— 1=
cioe
3—; =1+u?
da cui du
Tra

e passando agli integrali

du
—— = [ dx
14+ u?
questi due sono entrambi integrali elementari, per cui

arctanu =z + C

arctan (x +y) =z +C

Esercizio 20. y = (8z + 2y + 1)°

Soluzione. come prima

e quindi

separando
du

2(u?+4)

sy = [aarc

1 U
—arctan — =z 4 C
4arcan2 x 4+

=dx

passando agli integrali

anche questi sono integrali elementari

8z +2y+1
>reT-_ .,

— arctan
4 2

Esercizio 21. (204 3y — 1)dz + (dx + 6y —5)dy =0

1 —=(2 3
Soluzione. y = M e introduco il seguente cambio di variabile
dx + 6y — 5
u = 2x + 3y
per cui, risolvendo rispetto a y
_u—2x
V=73
e derivando rispetto a x
’ ’LL, -2
y =
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sostituendo nell’equazione iniziale

u —2_ 1—wu
3 2u-5
cioe
r 3—3u u—"17

YT o5 T 2u s
mau = %, per cui separando le variabili
(2u —5) du
u—"7

/(Quu—;’);du _ /dm—l—C

riscrivendo il numeratore, come per gli integrali di frazioni con Num e Den dello stesso grado

/<2+9>du:x+0
u—"17

2u+9Inju—7=2+C
sostituendo il valore di u, inizialmente posto, si ha

dr+6y +9In2z+3y -7 =2+ C

=dz

e passando agli integrali

risolvendo

e dividendo per 3 e raggruppando le costanti

3In2z+3y—7+x+2y=Ch

Esercizio 22. (2o —y)dx + (4o — 2y +3)dy =0
Soluzione. riscrivo come
ry—2zx
Y T a2y 13
osservando che 4o — 2y = 2 (22 — y), pongo u = 2z — y da cui

Yy=2r—u
e derivando rispetto a x
Yy =2—u
e sostituendo nell’equazione iniziale
’ —U
2—u =
2u+3
cioe
Y - 5u + 6
C 2u+3
ma v = % e risolvendo separando le variabili, si ha
2 3
wdu = dz
5u 4 6

passando agli integrali

2u+ 3
du= | de+C
/5u+6 b / T

2 [ 10u+15
3/10u+12d“_x+0

2 3
) I —
5/( +10u+12>d“ v+e

2u+3In|5u+ 6| =5z + Cy

risolvendo

sostituendo nuovamente
4x — 2y + 31n |10z — 5y + 6| = 52 + C4
cioe
x+2y+ C; =3In|10z — 5y + 6]
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2. EQuAZIONI OMOGENEE

L’equazione differenziale P (z,y)dx + @ (¢,y) dy = 0 si dice omogenea, se P (x,y) e Q (z,y) sono funzioni
dello stesso grado. L’equazione si puo allora trasformare come

i1

e con 'aiuto della sostituzione y = ux, dove u € la nuova funzione incognita, si riduce ad una equazione a variabili
separabili.

Esercizio 23. y = 41
Soluzione. pongo y = ux, e derivando rispetto a x, y/ = u+ vz e sostituendo
u—+ i =u—1

cioe

quindi
d
u:f/—erC
x

u=—Inlz|+InC

risolvendo l'integrale elementare

sostituendo nuovamente
L —Injz|+InC
T

¢
x

y=uxln

_rty
Xz

Esercizio 24. y/ =

. . . ’ ’ .
Soluzione. pongo y = ux, e derivando rispetto a =, y = u + u x e sostituendo

/ 1
u—i—ux:—w:—u—l
x
da cui
’ o 2u + 1
N x
risolvo separando le variabili
duv ~  dx
2u+1l

e passando agli integrali

du dx
- [ ¥
/2u+1 /x—l—nC

risolvendo gli integrali elementari, si ottiene

1
§1n|2u+1\ =—Injz|+InC

c
In|2u+1| =2In ‘
T
risolvendo I’equazione logaritmica
02
2u+1= —
T
e sostituendo nuovamente
2y +x B Cl
z a2
_G @
LT

Esercizio 25. (z —y)ydz — 22dy = 0
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Soluzione. riscrivendo I’equazione

_yle—y)
22
sostituendo y = ux, da cui y/ =u-+ u/a?, ottengo
2
ux® (1 — u)
utu'r = — =u(l—u)
da cui
’ du ’LL2
U = = =
dx x
separando le variabili
du  dx
w2 oz
e passando agli integrali
— =In|Cz|
sostituendo nuovamente
— =In|Cxz|
oppure
oz
YT |Cz|
Esercizio 26. (x2 + y2) dr — 2zydy = 0
Soluzione. rispetto a y/ = %
P2ty y

sostituisco % =ue y/ =u+ u/ac, ottenendo
+ ’ 1 + u
utur=—+—
2u 2
da cui
o 1-— u2
 2uz
e separando le variabili
2u dx
duy = —
1 —u? x

passando agli integrali

2u dx
/1_u2du—/?+(]

—In|l—v?| =In|Cx|
1

e risolvendo, poiché 2udu = d (u2)

=2 Czx

oppure
Cx (1 — u2) =1
sostituendo nuovamente
22 y2
Cx ( 5 ) =1
T
2 —y? =Cx

Esercizio 27. ydx + (2,/xy — x) dy=20

11
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Soluzione. Riscriviamo come 3y’ = —m e applichiamo la sostituzione y = ur e y = u+ v’z
, uT
Uut+uxr=— =

u
2rvu—z  2u—1
da cui

, u —2uyu o du  —2u\/u

UL —=——F7——" U= coe ITr—— —

2v/u — 1 2/u—1 dr — 2y/u—1

separando le variabili e passando agli integrali, si ottiene

—2¢/u+1 dx du du

1
—lnu—ﬁzlnx—&—C’ —ln|y|+ln|x\+\/%:1nm+0 \/§+lny|:

Esercizio 28. zdy — ydx = \/x2 + y2dx

Soluzione. Riscriviamo l’equazione nella forma

g = VY ty
T
introduciamo la sostituzione y = ux e y’ = u + zu’ e avremo

2)
u+au = v2(L+w?) +uz =vV1+u2+u
x

per cui

d7u V14 u? du  dx

dr T \/1+u2_ T

passando agli integrali si ha

i %tuz:fdf ln‘u—&—m‘:lan Cr=u+vVuZ+1

Cx:g—i—\/ +1 l(me/y +a?)
T €T

1

Czx?
Ca? —y = \/y? + a2 Y=79 T3¢

cioe

svolgendo si ha

Esercizio 29. Integrare ’equazione (:,E —ycos 2 ) dx + xcos £dy =0

. , : R, y ydy' _ - _
Soluzione. L’equazione si puo riscrivere come x — ycos = + x cos Sy = 0; con la sostituzione y = uzx e
T
y' = u + xu’, abbiamo
T — xucosu—i—xcosu(u—i—mu’) =0

che si riduce a

U 1
cosUu— = ——
dx x
separando le variabili e passando all’integrale si ha
dx
/ cosudu = — [ —
x
da cui,
C =ze =

Esercizio 30. z1n fdy —ydr =0
Y



ESERCIZI SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI

. o . r, o o , ,
Soluzione. dividiamo per ydz e otteniamo — In — — 2/ = 0; sostituiamo x = uy e '’ = u 4+ yu’ e avremo
y oy

Y du
Inu = A
ulnu=u+yu y u(lnu—l)
integrando
Iny+InC=In(Inu—-1)
da cui
T
Cy+1=In—
Y
tornando alle variabili originarie
T = yecy'|r1

Esercizio 31. zdx = (L; — y3> dy

Soluzione. riscriviamo 1’equazione dividendo per dy:

sostituiamo z = uy e ¥’ = u + yu’ e avremo
uy(utyu') =y (u?—y?)  yu'=—y
separiamo le variabili e passiamo agli integrali
Judu=— [ydy ﬁ:—% +C
svolgendo i calcoli algebrici si ottiene la soluzione generale

22 4yt = COy?

Esercizio 32. (2xy2 — y) dr+zdy =0

Soluzione. Dividiamo per dz e sostituiamo y = ux, vy = u + zu’

d
2x3u? —ux +ux + 22w =0 w_ —2xdx

w2
passando agli integrali
1
—=224C Tia2=cC
u )

da cui con calcoli algebrici

oz
Y=y o
Esercizio 33. z?(y+ 1)dz + (2 — 1) (y — 1)dy =0
Soluzione. riscriviamo come
x? d Yy —
r=—-"—
3 —1 y+1
passando agli integrali
1 32 y—1 y+1 dy
= — = — ——dy = — —d 2 —_—
3/:5571“’” y+r17Y RS L R

risolvendo si ha
In ’xS — 1‘ =-3y+In(y+ 1)6

da cui
syam @ U ¢
y+In-——p =
(y+1)°

Esercizio 34. (1 + y2) (e%dx — eydy) —(1+y)dy=0

13
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Soluzione. riscriviamo come
e (1+y*)dr=e"(1+y?)dy+ (1 +y)dy

da cui, passando agli integrali
/ezrdx:/eydy—k/l_'_ydy:ey—k/ dy —|—1/ 2y dy
1+y? 1+y2 2] 1442

1 1
iezz —¢e¥ +arctany + 3 In(l+y*)=C

risolvendo

Esercizio 35. (4332 + 3zy + yz) dx + (4y2 + 3xy + ch) dy=0
Soluzione. Riscriviamo come
df;y _ 422 + 3y + 32
dr 22+ 3zy + 42
Sostituiamo y = ux ¢ ¥’ = u + v’z e avremo

, 2% (4 + 3u +u?) 4P+ u?+u+1) 4(u+1) (u?+1)
ur=-— —u = — = —
27 (1 + 3u + 4u?) 14 3u + 4u? 14 3u+ 4u?
da cui passando agli integrali nella separazione delle variabili
1 / 1+ 3u + 4u? B dx
4/ (

u+1)(u2+u+1) R
risolviamo il primo integrale riscrivendo la frazione come somma di due frazioni
1+ 3u + 4u? A B+Cu  uw?(A4+C)+u(B+C)+(A+B)

(u+1) (w2 +u+1) u—|—1+u2—|—u+17 (u+1) (w2 +u+1)
confrontando i coefficienti dei termini di pari grado tra i due membri, abbiamo

A+C=14 A=1
B+C=3 B=0
A+B=1 Cc=3

}/ du +§/ 2u du — — dj
4 ) u+1 8) w24+u+1 x

1
Zln|u+l|+§ln’u2+1| =—lnz+InC

Iintegrale diviene

In {(u +1)% (u? + 1)3}

c
x

Esercizio 36. Dalla condizione y = 1 per = 2, ricavare la soluzione particolare dell’equazione (x2 — 3y2) dx +
2zydy = 0.
Soluzione. riscriviamo ’equazione nella forma
dy _ &3
dx 2xy
e sostituiamo y = ux e ' = u + zu’ ottenendo
, 2?2 — 3u?2? u? —1

o =——— —u=
2ux? 2u

risolviamo con il metodo delle variabili separabili
2u dx
T du= | =
/ w21 T

In |u2 —1| =In|Cx|

da cui

cioe
y* = Cx® + 22



ESERCIZI SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 15

nel caso in cui y (2) = 1, abbiamo C = —% e 'equazione diviene
/ 3
= 1 —_ =
y==x 5"

Esercizio 37. 2z —y+4)dy+ (z —2y+5)dz =0
Soluzione. Questa € una equazione riconducibile a equazione omogenea essendo della forma
, air+biy+ —x+2y—>5
y=1r =

asx + by — co 2 —y +4
se il determinante della matrice formata dai coefficienti delle due variabili ¢ diverso da zero
| a1 b1 -1 2
6 B a9 b2 2 —1 # 0

allora si puo introdurre la sostituzione r = u + a e y = v + 3, dove a e 3 si possono ricavare dal sistema
{ aoe +bf+c1 =0 { —a +28-5=0 {a:—l
asa+  beff+c2=0 20—  [B+4+4=0 B =2
per cui la sostituzione ¢ del tipox =u—1,dex =du,e y=v+ 2, dy = dv
, dv 1l—u+4+2v+4-5 2v—u
Tdu 2u—2-v-2+4 2u—v
introduciamo ora la sostituzione tipica delle equazioni omogenee, v = ut, v’ = t + ut’

u (2t —1) 2 -1
ut’ = —t=
u(2—1t) 2-T
passando agli integrali
du 2—t dt 1 2t
— = —dt=2 | —— — = [ ——dt
el = Uy e i f
t—1 1
InCu = 21 —-In[* -1
nCu=2m |1 1‘ L2 1]
cioe, svolgendo
1
t—1)2
O )3
(t+1)2
ritornando alle incognite originarie x,y, poiché ¢t = £ = g—f, si ha
(52-1)°
Clx+1)= - 3
-2 2
(% + 1)
da cui, elevando al quadrato
(y—z-3)=Cle+y-1)°

1—3x— 3y
1+z+y

Soluzione. In questo caso l’equazione & riconducibile ad omogenea ma il determinante dei coefficienti delle due
incognite & nullo, infatti

Esercizio 38. 3/ =

| a1 b1 o -3 -3 .
0= as b2 o ‘ 1 1 ‘ =0
u +3
la sostituzione necessaria diventa u = a1z + b1y, v’ = a3 + b1y’ ciod u= -3 (x +y), v’ = -3-3y" ey’ = 3

Avremo quindi
u'+3 u+1  3(u+1)

3 w3
cioe
ldu 3u+3-u—-3_2(u+3)
3dr u—3  ou—3
e passando agli integrali
u—3 du
%/u—i-?)du:fdx %fdu—fu+3:fdx
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1
éu—ln|u+3| =x+C
passando alle incognite originarie

3x+y+2lm(l—z—y)=C

3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL PRIMO ORDINE

Un’equazione differenziale della forma y’ + P (z)y = @ (z) di primo grado rispetto a y e a y’ si chiama
equazione lineare. Se la funzione generale dell’equazione acquista la forma ¢y + P (x)y = 0 & detta lineare
omogenea.

In questo caso le variabili si separano e la soluzione generale dell’equazione € data da

y = Ce—fP(w)dJ;

Nel caso dell’equazione lineare la formula risolutiva si dimostra essere
y = e—fP(z)dm l:/Q (l‘) ef P(z)dzdx + C:|

d
Esercizio 39. Y_¥_ T
dr x

Soluzione. Risolviamo applicando la formula risolutiva dell’equazione lineare non omogenea

y:ef%dm [/zefidmdx—FC}
y = e [/xe_lnlda@—&—(}’} Zx(/dx—i—C) =22+ Cx

Esercizio 40. Trovare la soluzione generale dell’equazione y’ + y cos z = 0; trovare la soluzione particolare con

valore iniziale y (0) = 1.

da cui

Soluzione. Calcoliamo prima l'integrale
/cosxda? =sinz + B

la soluzione generale sara
y (x) — Ce— sinx

cerchiamo la soluzione particolare
pertanto

Vediamo il grafico della soluzione particolare

A= [-157)1.36)

2
Esercizio 41. ¢y’ + Y
x

Soluzione. Risolviamo applicando la formula risolutiva dell’equazione lineare non omogenea

yze—fidm[ m3efidmd$+0:| :e—lnac2 |:/$3€1nw2d$+0:| _
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Esercizio 42. (1+y?)dz = (\/ 14 y2siny — xy) dy

Soluzione. L’equazione ¢ lineare rispetto a y, infatti
Ty siny

T+y? ~ Ity?

' +

dove P ((y) = 5z e Q(y) = —Iny_ Pertanto

= o

-1 [ 2 sin 1 2y
' =e 2f1+y2dy[ Y e2f1+y2dydy+C

Vv

da cui

/

1 siny
= 1+y2\/1+y2dy+0

zy/1+y2 +cosy=C

Esercizio 43. y%dx — (2vy +3)dy =0

Soluzione. Anche in questo caso si tratta di un’equazione lineare in y:

, 2z 3
X _7:7
Y Y
da cui
2 3 _[2 3 1
x:efidy [/26 fzdydy—f—C} =2 (/Q.Qdy-l—C)
Y yy
cioe
r=Cy® — -
Y
Esercizio 44. (1+2?)y' +2zy—1 =0
Soluzione. Riscriviamo:
'y vy 1
Y ITe? Tzt a?)
_ 2z _ 1 :
dove P (z) = 15 eQ(x)—mper cui
R L /# [ #degy o] = niim /meaﬁ)d c
y=e 1’(1+x2)e T + e :17(1+x2)e T+

1 1+ 22 1
= :71
Vo112 (/:z:(1+a:2)dx+c> 1+x2(n|x\+0)

y(14+2*) =lnjz[+C

cioe

Esercizio 45. Trovare la soluzione particolare che soddisfa le condizioni date, zy’ +y —e* = 0 con y = b quando
T = a.

Soluzione. L’equazione puo essere riscritta nella forma

y_¢<
xT €T

y=eJ i [/eefid“"dﬁc} :1</e~xdx+0> _e, ¢
X X x X X

sostituendo le condizioni assegnate, possiamo ricavare C":

b:%—l—g C=ab—e*

X

Y+

da cui

la soluzione particolare sara
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Esercizio 46. (1 —x )y +2y=0

Soluzione. caso particolare del tipo y’ + P (x)y = 0, per cui la soluzione sara del tipo y = Ce™ J P@)ide

y:Ce_fﬁdz:Ce%f%dmzcs/l—xQ

Esercizio 47. Trovare la soluzione particolare che soddisfa le condizioni date,

/ Yy
Y 1—=x

s —1—2=0
con y = 0 quando =z = 0.

Soluzione. Riscriviamo l’equazione mettendo in evidenza la forma lineare

y/_ Y
1— 22

=1+=z

per cui

y=el T [/(1+x)e—flzzdz+c} — ez | EX] {/(1+x)ezln|11§ +c} -

_ 1ti</(m+1)\/2dx+0> :E(/m+c):

risolviamo l'integrale mediante la sostituzione z = sint e dx = costdt

1 1 1 2t

T /cosztdt—i—C =4/ t / +cos dt+C | =
1—=x 1—=x 2

1+x COSQt 1+x /1 1 .

1 1 1
y = +m<arcsinx+2\/1—x2+c>

1—x2\2

troviamo la soluzione particolare

C=-1  y=1/52 (arcsinw+ LvVI—22 —1)

N[

Esercizio 48. Trovare la soluzione particolare che soddisfa le condizioni date,

1
cos T

y —ytanz =

cony =0 per xz=0.

Soluzione. P (z) =tanz e Q (r) = —L

cos T

1 _ ) 1 .
y = eftanwdac </ e ftanxdwdx_’_C) _ eflncosz </ elncosxdw+c>
COS T COS T
1
(/dx—i—C’)
COST COSLE COS T

y:

la soluzione particolare

Esercizio 49. y' + £ = —ay?
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Soluzione. Questa & la cosiddetta equazione di Bernoulli del tipo y' + P (z) y = Q (z) y*. La si pud trasformare
in una equazione lineare mediante la sostituzione y = uv e y' = v'v + uv’'.

uv
w4 u + — = —xu21}2
x

raccogliendo v al primo membro si ha

u
v (u' + f) +wv' = —zu?v?
x

per ricavare u, poniamo v’ + % = 0, che risolviamo con il metodo delle variabili separabili
du 4 u _ du _ _ [ dz 1
riscriviamo quindi I’equazione sostituendo il valore trovato di u

2 / 2

’
T=—-%0v" vV=—v
x x

risolvendo per trovare v, abbiamo

D=2 [v2dv=—[dax U:—xic
ma v = £ = xy per cui
1
2
Ty = —— *+Cz) =1
L= +C Y ( )
Esercizio 50. 2xyy —y? + 12 =0
Soluzione. L’equazione si puo riscrivere
Yy __1
2z 2y
Questa ¢ la cosiddetta equazione di Bernoulli del tipo y' + P () y = Q (z) y®, con a = —1. La si pud trasformare
in una equazione lineare mediante la sostituzione y = uv e 3y’ = v'v 4+ uv’. Otteniamo
w4 uw - =L v — L) +w =—5—
ricaviamo u uguagliando a zero il coefficiente di v al primo membro
d 1[d
w—2£ =0 [=2[%2 Infu=Inx
da cui u = /z. sostituiamo
ro 1 dv _ _ 1 _ 1
Uﬁ__Zﬁv D= [2udv=—[1dx
1 C
v*=In— +InC=In—
|z @
essendo ora v = £ = %, avremo
y? =zln—
x

2e—1

Esercizio 51. y' — y——; 1
x

Soluzione. risolviamo mediante la sostituzione y = uv e 3y’ = v'v + uv’
2¢ — 1

5 1

w'v+uwv —uv
x

20 — 1
v(u’—ux2>+uv/=1
z

ricaviamo u uguagliando a zero il coefficiente di v al primo membro

raccogliamo i termini contenenti v

du de dx
w ) a2 2
da cui
2 1
U =xr e=x

sostituiamo tale funzione nell’equazione assegnata

1
22ezv =1
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cioe

dv 1

do  z2er
separando le variabili e passando agli integrali

/dv:/ dacl
z2ew

per rendere evidente il procedimento, risolviamo 'integrale al secondo membro mediante la sostituzione ¢ = % e

dt = —w%dx, pertanto
v:—/e_tdt:e_t:e_%—&—C

avremo quindi
y=uv = z? (1+Ce%>

Esercizio 52. ydx + (x — %x3y) dy =0

Soluzione. questa equazione ha la forma dell’equazione di Bernoulli del tipo ' + P (y) x = Q (y) . Se, infatti,
la riscriviamo, avremo

x 1
.’L'/ + 2= 71,3
Y 2
risolviamo con la sostituzione z = uv e &’ = v'v + uv’ e avremo
_ 1,33 _ 1,33
u'v+uv’+%—§uv v(u’—l—%)%—m/—ﬁuv
ricaviamo u da d J
i
’U,l +-=0 f = 7y = _
U Yy
otterremo quindi
o 108 dv d 1 1
=g [5=1/3 s5=5+4C
Y 2y v Y 2v 2y
ma v = 2y, per cui
11 11
2$2y2iﬂ+c xgygfg‘i’cl
cioe
2 _ 1
Y + C/yQ

Esercizio 53. y' + ycosx = sinxcosx
Soluzione. anche in questo caso risolviamo ponendo y = uv e y' = v'v + uv’
u'v +uv’ +uvcosT =sinzcosx

raccogliendo i termini contenenti v e ponendoli uguali a zero, possiamo ricavare u

v(u +wucosz) + uv’ =sinzcosx w +ucosx =0
da cui, passando agli integrali
[ =— [coszdr  u=e SN
sostituendo, per ricavare v, avremo
e STy —singcosx

cioe

sin z cos x . .
dv= [ ———dx = [ sinzcosxze® *dx
e— sin T

risolviamo ’integrale al secondo membro sostituendo sinx =t e cosxdx = dt, per cui
v= /tetdt =te' — /etdt =te! —e! =7 (sing — 1) + C
avremo quindi
y:uv:e_SIHw'eSIDJ(Sinx_1)+Ce_51nz
da cui

—sinz

y=sinz —1+Ce

Esercizio 54. xy’ — S )
z+1
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Soluzione. riscriviamo
r Y

—J  _1=0
Y73 (x+1)
risolviamo sempre ponendo y = uv e 3y’ = u'v + uv’
, , uv
S
UV + uv @+ 1)

raccogliendo i termini contenenti v e ponendoli uguali a zero avremo

v (’u/ — 41(1’7;*1)) + ’I,LU/ —1=0 ul — sy =0

/ du / dx
u ) x(z+1)
risolviamo 'integrale al secondo membro scrivendolo come somma di due frazioni

1 _A+ B
r(x+1) 2z z+1

risolvendo per ricavare u

svolgendo e confrontando i termini di pari grado si ottiene A =1 e B = —1, pertanto
d
Inu = =Inl|z| —In|z + 1
T+ 1
da cui
T
u =
r+1
sostituendo avremo
xz /
=1
r+1

e risolvendo

/m:/“l /d+

v=x+Inz|+C

da cui

pertanto la soluzione generale sara

y=uv= (x+In|z|+C)

x
z+1
Esercizio 55. (:Ezy —a? 4y - 1) de+ (zy+2x -3y —6)dy =0
Soluzione. Raccogliamo a fattor comune

(®+1)(y—1Dde+ (z—3)(y+2)dy=0

separando le variabili e passando agli integrali, si ha

/x +1 /y+2
y—1

risolviamo
/x2—6x+9+6m—8 / d +3 dy
z—3 y—1
z—3
(x—=3)de+6 | —— +10 — [ dy—3
z—3
da cui

2

C%—3:1c—i—6:v—&-101m|x—3|:—y—31m|y—1|—|-C

che si puo scrivere
2
T
?+3x+y+ln’($73)10(y7 1| =0

Esercizio 56. 3xzdy =y (1 + xsinz — 3y sin ac) dx
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Soluzione. Riscriviamo dividendo per 3zdz e avremo
sinx sin x 1 sinx
y—2 Y = — vty =Y (= fsine) = v
3z x 3 \z x

3
Questa equazione ¢ del tipo ¢y + P (z)y = Q (z) y*, con @ = 4. La si pud trasformare in una equazione lineare
mediante la sostituzione y = uv e y' = v/v + uv’. Otteniamo

p , uwv (1 . sinx 4 4
Uv+u — — | —4+sinr | =———uv
3 \z T

raccogliendo v al primo membro e uguagliando a zero per ricavare u’, si ha

1
u/u(+sinx) =0
3\x

risolviamo con il metodo delle variabili separabili

du 1/(1 ) )
— = — +sinx | dr
u 3 x

cioe
1
In |u| = 3 (In|z| — cos) x
I R 2v4
U= cosx u- = 4dcosx
e 3 3
sostituiamo al posto di u la funzione trovata per ricavare v
cos x .
e 3 dv sinz  z¥x
—ew T = T " “Zoosz U
e 3 dx x 3

risolviamo ancora con il metodo delle variabili separabili e avremo

dv sine xYx 4, e 3 —sinz
7 = - : 4cosx v cosx d‘x = 703‘]:
v x e 3 e 3 eeosT
1 d (cosx)
o 3,03 - £COS T

1 1
T3P T e 1O T
Yy

ma v = ;> e sostituendo con qualche calcolo si ottiene

T = yS (Clecosa: + 3)

da cui

EQUAZIONI Al DIFFERENZIALI TOTALI. FATTORE INTEGRANTE

Differenziali totali. Se per 'equazione differenziale P (z,y)dx 4+ Q (z,y) dy = 0 'uguaglianza
orP 0Q
9y ox
¢ soddisfatta, ’equazione puo allora essere trascritta nella forma dU (x,y) = 0 e si chiama equazione ai differenziali
totali. L’integrale generale ¢ U (z,y) = C.

Esercizio 57. Trova l'integrale generale dell’equazione (z + y) dx + (z + 2y) dy = 0

Soluzione. L’equazione & della forma P (x,y)dx + Q (z,y) dy = 0 con %—g =x+ye %—Z = x 4 2y. Verifichiamo

se
oP _ 9Q O(zty) _ O(z+2y) 1 _ 4
oy ~ Ox Oy - ox -

Risolviamo

U:/(a:—i-y)dsc—i—ap(y):x2+$y+¢(y)

2
allora derivando U rispetto a y e confrontandolo con %—Z =2+ 2y si ha

oUu
oy =r+2y=a+¢ (y)
da cui ¢’ (y) = 2y; pertanto ¢ (y) = y2. La soluzione generale sara allora

2

x
?+xy+y2:C
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Esercizio 58. Trova l'integrale generale dell’equazione (mQ + %+ 2$) dx + 2zydy = 0

. , . N _ ou
Soluzione. L’equazione ¢ della forma P (z,y)dr + Q (z,y)dy = 0 con &=

Verifichiamo se

aQ 8(m2+y2+2z)

oP _ _ 9(2zy) —
By ~ Oz Oy - Oz 2y - 2y
Risolviamo ;
x
U:/(x2+y2+2m)da:+<p(y) = §+a:y2+a:2+g0(y)
derivando U rispetto a y e confrontandolo con %—g = 2zy si ha

(?TZ = 2zy =2y + ¢’ ()

da cui ¢’ (y) = 0; pertanto ¢ (y) = C. La soluzione generale sara
3

%+xy2+x2:0

xdy — ydz

Esercizio 59. zdr +ydy = —; 3
=y

Soluzione 60. Riscriviamo ’equazione con qualche semplice passaggio algebrico

T Yy Yy T
d dy — d dr =0 ——]d —
rax + yoy 22— 42 y+x2_y2x (I+x2—y2) x+<y 2 — 42
, . N . _ U _ Y au _
'equazione ¢ quindi del tipo P (z,y) dz+Q (z,y) dy = 0 con 5 = x+x2 — €9y =V
se
8713:2 Y _ 2’4y’
Oy Oy 22 — 92 (z2-y?)*
0Q_ 0 et ey
dr  ar \U 1242 (@—y2)?
Risolviamo
Y
/d+ /73/ drto@ ="+ 1n[T7] 4 o)
= xraxr i xr) = — — In
Y 2 — 32 ? 2 2 |z+y vy
derivando U rispetto a y e confrontandolo con %—g =y — %_yz si ha
T 1 z4y —2x , T ,
Y- =5 : T W) =55+
2 —y? 2 z-y (z+y)° W= te W
da cui ¢ (y):yego(y):%+0. La soluzione generale sara
22 2 1 T—y
—+ =+ =1 =C
p T tam x+y‘
2 2322
Esercizio 61. —ﬁdm+%dy:0
Y Y
y?
Soluzione. 'equazione ¢é nella forma P (z,y) dx + Q (x,y) dy:()cong—g:i—% %—Z:

se e un integrale totale

opP 0 (%) _ ez

oy o dy ys Y
2Q _ 90 (yuﬁ) _ &
ax y y4 y4

Risolviamo ,
2x T
U= [Gdo+o@) =T+ 00

Deriviamo U rispetto a y e confrontiamolo con 9y = T3 > avremo
Y
1 322 322 W)
ST g =1 T¥Yly
y: oyt yt

x2+y2+2xe%—g

— 322
Y

23

= 2uzy.
) dy=20
x . .
—- Verifichiamo
. Verifichiamo
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da cui ¢’ (y) = y% ep(y) = —% + C. La soluzione generale sara

.732 _y2 — Cy3

Esercizio 62. Trovare I'integrale particolare dell’equazione
(x+ef)da:+e% (1_a:> dy=20
Yy

che soddisfa la condizione iniziale y (0) = 2.

Soluzione. l'equazione ¢ nella forma P (z,y)dz + Q (z,y)dy = 0 con %—g —z+4ev e % = ev (1 — ;j)
Verifichiamo se ¢ un integrale totale
o°P 0 ( n 5) = ( . )
— = — |z ev | = ev —=
dy  dy v
0= 2 (1-5)) =15 1-5) -1 =8 (-5)
or Oy v)|l v Yy yo y?
Risolviamo )
z X x
U:/(z+ey)do:+<p(y) = tyev +¢(y)
Deriviamo U rispetto a y e confrontiamolo con %—U =€ <1 — >, avremo
z T =z z z ’
ev ——ev =ev —y-—ev +¢ (y)
Y
da cui ¢’ (y) =0 e ¢ (y) = Cy. La soluzione generale sara
2
:I/‘ x
il 5 =C
g tyer
introducendo le sostituzioni indicate, possiamo ricavare C' e quindi la soluzione particolare
0+2-1=C
2 =4- 2y6%

Fattore integrante. Se il primo membro dell’equazione P (z,y)dx + Q (z,y) dy = 0 non ¢ un differenziale
totale e se le condizioni del teorema di Cauchy sono soddisfatte, allora esiste una funzione p = p (z,y) (fattore

integrante) tale che
p (Pdz + Qdy) = dU

Se ne deduce che la funzione p soddisfa ’equazione

0 0

= (uP) = —

57 (WP) = 5 (hQ)
Il fattore integrante p si trova nei due casi seguenti

% (%—5 - %) =F(z) allora p=p(x)
L (% — %) =F (z) allora p=pu(y)

Esercizio 63. Integrare I'equazione
3
(Qxy + 2%y + Z’é) dz+ (2> +y?) dy =0

3
Soluzione. In questo caso P (z,y) = 2zy 4+ x*y + % e Q (x,y) = 2° + y*. Le due derivate, la prima rispetto a y
e la seconda rispetto a & non sono uguali e I'equazione non rappresenta un differenziale esatto.

%=2x+x2+y2 %:21‘

1 (0P 0Q 1
o (5~ 52) =i Grvet et -2 =1

allora avremo p = p (z). Si ha allora, dipendendo p da z

dp _ 1 (0P 0QN . _
uQ(% m)““

Calcoliamo



ESERCIZI SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI

nhp==
da cui

p=e"
moltiplichiamo ora ’equazione data per e” e avremo

3
{e‘r <2xy + 2%y + y)] dx + [ez (1:2 + yZ)] dy=0

3

che ¢ I'equazione ai differenziali totali. Infatti

orP 0
87y = 8—(;2 = 2ze® + z2e® 4+ e%y? = € (2x +22+ yz)
Avremo
3
per cui

3
U:/e”’ <2xy+x2y+y3) dx + ¢ (y) :/meexdm—l—/xzyex—i—/

i primi due integrali si possono risolvere per parti ponendo e®dx = v’ e 22 = u (1° caso) x

/2;vye”dm = 2xye” — 2ye”

/a:Qemdx =z%e” — /2mezd3§ = 2%ye” — 2xye” + 2ye”®

per cui
3

U = 2yze® — 2ye® + z2ye®” — 2xye” + 2ye® + %ew + ¢ (y) = 2%ye” + LA + ¢

Deriviamo U rispetto a y e confrontiamolo con %—g =e* (J:2 + y2),

eoc ($2+y2>+§0/ (y):e;c (m2+y2)

da cui

e la soluzione generale sara

3
o-rr(2+%)

Equazioni differenziali del 1° ordine non risolvibili rispetto alla derivata

EQUAZIONI DEL PRIMO ORDINE DI GRADI SUPERIORI

3
e”%dm +

3

3

(y)

(y)

= u (2° caso)

25

Se I’equazione F' (z,y,y’) = 0 &, per esempio, di secondo grado rispetto a y', allora risolvendo ’equazione

come una comune equazione di secondo grado, si ottengono due equazioni

Yy =fi(z,y) v =falz,y)

L’integrale generale dell’equazione ha in questo caso la forma

(I)((E,y,C) :(I)l (:ay,C)-CI)g(x,y,C) =0

Esercizio 64. Trovare l'integrale generale e particolare dell’equazione

xy? + 2y —y =0

Soluzione. Risolviamo prima trattandola come un’equazione algebrica di 2° grado rispetto a y’. Avremo

, —rEritay 1+ x? +xy
x

y:
T

avremo pertanto le due soluzioni

y/:_1+ /zZJ;xy y/:_l_ /m2:§wy

Le due soluzioni cosi ottenute sono equazioni differenziali omogenee e le risolviamo sostituendo y = ux e
y = u+ zu (risolviamo tecnicamente solo la prima, essendo la procedura per la seconda identica a parte un

segno)

d
u+xd—u:fl+\/1+u
x
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separando le variabili

/Cf:/—(l—i—u;li\/m

applichiamo la seguente ulteriore sostituzione: 1 + u = t2, du = 2tdt e avremo

dx 2t dt
2 =9 | 2
/:c /t(kt)dt -

da cui

_ C _ C _ C
Inz =1In i = In (\/m%f = 7(@4)2

Avremo quindi, sostituendo nuovamente u = £, le due soluzioni

C=(IFI-)" E=(/TFE+Y)

Svolgendo i quadrati e moltiplicando si ottiene
P (z,y,C) = [(23:—&—1/—0) -2 xQ—l—a:y} {(2x+y—C)+2\/x2+xy} =0
® (z,y,C) = (2a7+ny’)2 74(z2+zy) =0

svolgendo il quadrato, sommando e applicando il prodotto notevole
(y—C)* =4Cz
questa soluzione generale rappresenta un fascio di parabole.
Troviamo la soluzione particolare derivando rispetto a C'
2(y—-C)=4x —-2y+2C =42 C=2zx+y
sostituiamo il valore trovato nella soluzione generale
4% = 4z (2x +v) da

cui
y+x=0

E possibile risolvere anche utilizzando un altro metodo, cio¢ mediante la sostituzione ¢y’ = p, come mostrato
di seguito.

Esercizio 65. Trovare l'integrale generale e quello particolare dell’equazione differenziale
72
y=y" -+ 5
Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = p e avremo
2

2 T
y=p —pr+

2
e deriviamo poi rispetto a x e consideriamo p = f (z)
dp dp
=2p——-p-—z - +uw
p pdw p dr

raccogliamo e con qualche calcolo, si ha
(2p—x)g—£ =2p—=x Z—]Z =1 p=az+C
sostituiamo 3’ = x + C e avremo
2
x

Y= (x—i—C)Q—x(x—&-C’)-l-?

da cui
2

y=Cw+C2+%

troviamo la soluzione particolare derivando rispetto a C'
O0=z+2C C=-3

sostituendo avremo ) )

Y= \"73) 79 Y77

Esercizio 66. Risolvi la seguente equazione differenziale determinando il suo integrale generale

¥, v\’
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Soluzione. Svolgiamo qualche calcolo

y? 4 2y? = 22y + o — 2ayy’ y2y? — 22y + 2z’ = 0

raccogliamo
1, 2 2 _
Y [y (y —x )—|—2my] =0
puo essere considerata con caratteristiche riconducibili a un’equazione spuria di secondo grado, per cui y’ =0
restituisce una costante, mentre

y/ _ 2xy
22 — 42
¢ una equazione differenziale omogenea; sostituiamo pertanto y = ux e y' = u + v/,
4o 2uz? du  uw+u?
U+ 22U = 55 T— =
22 (1—wu?) de 1—u?

integrando con il metodo delle variabili separabili si ha

/ dx / 1—u?
u+ u3
calcoliamo l'integrale al secondo membro

1—u? 1+ 3u? — 4u? 1+ 3u? 4 2u
/u+u3 b / u+ ud “= / + u3 2/14—u2 “

ln|u+u3‘—21n‘1+u2|:1n Y
1+ u?
Ritornando all’equazione differenziale, avremo
U
1 = ———|+InC
n |z n T +In
da cui
z (1 +u?
()
Uu

e sostituendo v = £, avremo, dopo qualche calcolo algebrico

2 4+y2—Cy=0

un fascio di circonferenze di centro (O; %) e raggio variabile r = %

Esercizio 67. Trovare l'integrale generale e particolare dell’equazione

49? — 92 =0

Soluzione. Risolviamo come un’equazione di 2° grado. Avremo

3

y = Zlii\/5

le due soluzioni saranno
y=3VE Y =—3Va
risolvendo con il metodo delle variabili separabili si ha
Jdy=5[ve [dy=5-[Va
le soluzioni saranno pertanto
/T —y+C=0 z/r+y—C=0
moltiplicando avremo
23 =y? +2Cy + C?
da cui
2
=(y+0)
troviamo la soluzione particolare derivando rispetto a C'
0=2(y+0C) C=—y

quindi non abbiamo integrale singolare.

Esercizio 68. Trovare l'integrale generale dell’equazione yy'? — (vy + 1)y +x =0
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Soluzione. Risolviamo come un’equazione di 2° grado. Avremo

(2y+ 1) =\ ey + D" —doy  (ay +1) £ (ay — 1)

y:

2y 2y
avremo quindi due soluzioni del tipo
y=z y =4
Risolviamo le due equazioni con il metodo delle variabili separabili
2 2
T Y
2 + 9 T+
oppure
22 Y2
— — C=0 - =4+C=0
5 Y+ T 9 +

moltiplichiamo e avremo la soluzione generale
22 y?
(2—y+C> <£U—2+C> =

Esercizio 69. Trovare l'integrale generale dell’equazione y = y'%e¥

Soluzione. Risolviamo introducendo la sostituzione 3’ = p; avremo y = p?eP; deriviamo ora rispetto a = con

p=f(x)
dp

dx

dp

eP + peP —
d p

p=2p—
raccogliamo

p
s (2pe? +p2)ef =p

dividiamo entrambi i membri per p e separiamo le variabili

dp (2€P + pe?) = dz

/erdp+/pe”dp:/dx

il secondo integrale a sinistra si puo risolvere per parti e avremo, scrivendo le soluzioni in forma parametrica,
mediante il parametro p

integrando

2¢P +pe? —eP +C =2
y = p’e’

Esercizio 70. Trovare l'integrale generale dell’equazione x = siny’ 4 Iny/’

Soluzione. Risolviamo introducendo la sostituzione ¥y’ = p; avremo = = sinp + In p; deriviamo ora rispetto a x
con p = f(x)

dp 1dp
]_ = _—
COSpda: * pdx
sostituiamo dxr = % e avremo
dp 1 dp
1= -2
COS p— dy P+ > dy

da cui
dy = (pcosp+1)dp
e integrando, utilizzando anche l'integrazione per parti
y =psinp — /sillpdp+p+C
scrivendo le soluzioni in forma parametrica, avremo
y=psinp+cosp+p+C
r=sinp+Inp

Esercizio 71. 2dz + \/%dy —/Zdz =0
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Soluzione. Moltiplichiamo tutto per \/g € avremo

d
r dr
y,y2\/§
x T

introduciamo la sostituzione y = uz e y' = u + zu’ e otteniamo
u+au =u—2vu

e separando le variabili e passando agli integrali
[5-15%
r ) 2yu
In |z| + \/? =C
x

da cui

cioe

. . oy y

Esercizio 72. y' = 2 + tan 2

Soluzione. introduciamo la sostituzione y = uz e ¥y’ = u + zu’ e otteniamo
u+au’ =u+tanu

separando le variabili e passando agli integrali

= [ i

cioe

In

sing‘ =InC + In|z|
x

che si puo riscrivere
y = zarcsin (Cx)

Esercizio 73. 2dx + \/%dy — \/gdx =0

Soluzione. Moltiplichiamo entrambi i membri per \/g e otterremo

2\/§d:c+dy Yy = 0
x x

dividiamo tutto per dx
ca cui

Poniamo y = ux e y' = u + xu’ e avremo

cioe, passando poi agli integrali

dr 1 du
) 2] Vu
risolvendo
In|z|=—Vu+C
e poiché u = £, avremo

Esercizio 74. yy + y?> = cosz

29
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Soluzione. Impostiamo la risoluzione ponendo y = uv e 3y’ = v'v + uv’

w (u'v + wv') + u?v? = cosx

raccogliamo i termini contenenti la variabile v e avremo

, , CoSx
vu +u)+uw' =
uv
per ricavare u
v +u=0
cioe
du _ _ — _ _
fu— fdx Inu=-x u=e
I’equazione diventa
_ cosx
e .’E/U/ _
ve %

separando le variabili e integrando si ha

—2xdv __ cosx _ cosz v _ 2z
e AL — 8T [ydy = [ <o > = [ cosze*dx

risolviamo l'integrale per parti

/cos ze®®dx = sin ze?® — 2/sin ze®®dx =

= sinze?® — 2 [— cos ze?* + 2 / cos :Ce%dx]

per cui
2x . 2x 2x 2x
coszedr = sinxe*® + 2cosxe** —4 [ cosxe“dx
cioe ) )
sin xe** + 2 cos xe**
/cos ze?tdx = 5 +C

avremo, tornando all’equazione differenziale,

2 1 2
% == sin ze?® + = cos xe®® + '

da cui

1
v = e””\/5 (sinz + 2cosz) + Ce2*

1
y=e . (ex\/5 (sinx + 2cosz) + C’ezx>

1
Y= 3 (sinx +2cosx) + Ce™ 2"

Essendo y = uv, avremo

da cui

Esercizio 75. yg—z = —p+p?

Soluzione. ’equazione si puo riscrivere, separando le variabili come
dy dp dp

y pP-p pp-1)

1515w

1A, B
pp—-1) p p-1

e passando agli integrali

risolviamo l'integrale al secondo membro

cioe
1=p(A+B)—-A
dacuiA+B=0eA=—-1,equindi A=—-1e B=1,esiha

d d
ln|y|=—/;p-i-/]fpl:ln|p|+ln|p—l|+ln|C|

30
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cioe
p—1

InCy =1n

e le soluzioni si possono scrivere
yp=Cp-1)

Esercizio 76. 22y? 4+ 3zyy’ +2y2 =0

Soluzione. La derivata prima & presente anche con grado 2, e possiamo dapprima procedere come per le
equazioni di secondo grado in modo da scomporla nel prodotto di due fattori dove la derivata prima sara solo di
primo grado. Applichiamo quindi la formula risolutiva delle equazioni di secondo grado:

) - —3xy £+ \/922y? — 8x2y?  Baxytay
= 5 =

2z 222

avremo quindi
/ y /
Nn=-2- ypy=-
1 : 2
risolviamo le due equazioni, cominciando dalla prima

%272% %f%:ffdx—x Iny+2lnz=InC C =axy?

¥
T

nel secondo caso

dz T
moltiplicando le due soluzioni avremo

(z%y—C) (2y—C) =0

Esercizio 77. e¥Vdx + (ze¥ — 2y)dy =0

Soluzione. Abbiamo P (z,y) = e¥ e Q (z,y) = ze¥ — 2y; osservo che si tratta di un differenziale totale poiché
‘?9—1; =e¥ = %. Allora I’equazione ha la forma dU = 0. Si ha

ou
ox

=eY %] =ze® — 2y
d’onde

U:/eydx+<p(y)=$€y+%0(y)

e confrontando avremo
da cui

la soluzione sara

Esercizio 78. 3 = £(14+1Iny —Inx)

Soluzione. Ricordando le proprieta dei logaritmo, possiamo riscrivere ’equazione
Yy = L4 (1 +In g)
x x
e poniamo y = ux e y' = u + zu/, avremo
u+au =u(l+1Inu)
cioe
du
r— =ulnu

dx

e separando le variabili e passando agli integrali
/ dr / du  [du 1
z ) ulnu u Inu

lnx:/M =1In(Inw)

Inu

ma % = d (Inu), e si ottiene
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da cui
r=lnu+C
ma u = £, per cui
=2 +C
T
che si puo anche mettere nelle forma
y = ze® ¢

Esercizio 79. zdy — ydz = y?dz
Soluzione. riscriviamo, raccogliendo i termini contenenti dx
xdy=y(y+1)dx

e separiamo le variabili, passando agli integrali

[~/ %

risolviamo l'integrale a primo membro scomponendo la frazione nella somma di due frazioni con denominatore di

primo grado
1 A B

- =4
yy+1) y  y+l

da cui, moltiplicando per il denominatore comune e confrontando i termini di pari grado, si ottiene A =1 e

B = —1; la nostra equazione diviene pertanto

lnx:/@—/ dy =In vl +InC
y y+1 ly +1]

cioe
_ Gy
oyl
© x
r+—-=C
Y
Esercizio 80. tan xj—z —yr=a
Soluzione. separiamo le variabili
dy  dx
a-+y  tanz

e passando agli integrali

/ dy / dzx /cosx
= = - d[L‘
a-+y tanx sin x
ma cosz € la derivata di sinz, per cui avremo,
Injla+y| =Inlsinz| +1InC

da cui
y=Csinz —a

Esercizio 81. zyy? — (22 +y?)y' + 2y =0

Soluzione. La derivata prima e presenta anche elevata al quadrata, e ’equazione puo essere affrontata
preliminarmente come un’equazione di secondo grado nella variabile 3. Risolvendo

,_ @ty + Vat +222y% + yt — 4a?y? _ (@ +y?) £ (@° )
4 2zy 2xy

le soluzioni sono
’ X ’ Yy
Y1=— Yp=°"
1=y 27
risolviamo ora le due equazioni differenziali separatamente, iniziando dalla prima

E=% [ydy=[wdr Jy*=32°+C ¢ —a>+C=0

ora la seconda
dy _y dy _ [ d=z _ —

moltiplicando le due soluzioni, si ottiene
(y*—2*+C)(y—Cz) =0
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Esercizio 82. (3;102 + 22y — yz) dx + (x2 —2zy — 3y2) dy=20
Soluzione. anche questo ¢ un differenziale esatto, per cui
P(ry) =30 + 20y —y* =50 Q(z,y) =2 — 22y —3y* = §
risolvendo
U=/(3x2 + 2y —y*) de + o (y) = 2° + 2%y — 2y + o (y)

derivando poi rispetto a y e confrontando, si ha

v _ —2zy + 2”4+ ¢ (y) = 2* — 2zy — 3y
oy
da cui
¢ (y)=-3y> ) =-yv+C
la soluzione sara
B yaty—w?— P =C

Esercizio 83. Zypj—f; = 3p? + 4y?

Soluzione. dividiamo per y? e avremo
d 2
L A LA
ydy vy
poniamo p = uy e p’ = u + yu’'
2u(u+yu') =3u?+4 2u?+2uyu’ =3u?+4 22uyu’ =u?+4

separiamo le variabili e passiamo agli integrali
d 2
Y u?+4

lnCyzln(u2+4) Cy=u®+4

da cui, ritornando alle variabili iniziali

che da

Cy* = p* + 4y?
1
Esercizio 84. y = y+t con y =0 per x = 1.
Soluzione. riscriviamo
y’ — Y + =
x
e poniamo y = ux e y' = u + zu’
u+zu =u+ L du 1
N v odr  a?
passando agli integrali e risolvendo, si ha
dx 1 1
fdu:fﬁ u=—2+C L=—24C

cioe y = Cxr — 1; introducendo le condizioni fissate si ottiene
0=-14C C=1 y=x2-1

Esercizio 85. ¢*7Yy' =1 cony =1 per z = 1.

Soluzione. applicando le proprieta delle potenze possiamo scrivere

ew

[
ay =1
separando le variabili e passando agli integrali

dr . dy
Ja=la

—x — —y T — _ oY
- Je *dr = [e¥dy —e ev+C
imponendo le condizioni si ha e™! = e~ ! 4 C, da cui C = 0 e la soluzione &

r=Yy

Esercizio 86. ¢/ — 2y + 22 =0 con y = i per x = 0.
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Soluzione. introduciamo la sostituzione y = uv e 3y’ = u'v + uv’ e otteniamo
1 / 2 _
uv4uv —2uv+2° =0
raccogliamo i termini contenenti la variabile v
v(u —2u) +uv +2% =0

ricaviamo u’
I’equazione diviene
e risolvendo separando le variabili
2
— dU = le’
e xr
risolviamo 'integrale al secondo membro per parti

1 1 1
/xQe*Q“"d:v = 7§LE2672$ + 3 /Qxefzwd:c = ,55526*22 + /xe*%dz =

1 1 1 1 1 1
—_ 755826721 o 51‘6721 + 5 /672mdm — 751‘26721 o 51,672:5 o 16721 +C
pertanto
y=uv=e*". e (2x2+42x+1> + Ce**

applicando la condizioni assegnate si ha

11 _

1=37+C C=0
e la soluzione particolare sara

B 222 4+ 2z + 1

Esercizio 87. y —2y+22=0cony = % per x = 0.

Soluzione. introduciamo la sostituzione y = uv e 3y’ = u'v + uv’ e otteniamo
1 / 2 _
vv4uv —2uv+2° =0
raccogliamo i termini contenenti la variabile v
v(u —2u) +uv +2% =0
ricaviamo u’

uw —2u=20 g—uzdx u=e*
u

I’equazione diviene
ey + 2% =0

2
x
— / dv = / —-dz
e xr
risolviamo 'integrale al secondo membro per parti

1 1 1
/x2e*2$dx e /Qxefzwd:c = g2 4 /xe*%dx =

e risolvendo separando le variabili

2 2 2

1 1 1 1 1 1
—_ 7§I2672E o 51‘6721 + 5 /672mdx — 751326721 o 5936721 o 167230 +C
pertanto
y=uv=¢e" e ¥ (2x2 +42x h 1> + Ce**

applicando la condizioni assegnate si ha

11 _

1=3+C C=0
e la soluzione particolare sara

B 222 4 2z + 1

Esercizio 88. ¢y +y =2z con y = —1 per z = 0.
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Soluzione. introduciamo la sostituzione y = uv e 3y’ = u'v + uv’ e otteniamo
w'v+uv +uv =22
raccogliamo i termini contenenti la variabile v
v(u +u)+uw =2z

ricaviamo u’

u4+u=0 %‘:—daj u=e?
I’equazione diviene
_pdv
e T— =2z
dx

e risolvendo separando le variabili

/dv = /er””dx

risolviamo 'integrale al secondo membro per parti
v = /2xe"”d;v = 2zxe” — 2/ezdx = 2ze” — 2"+ C
pertanto
y=uw=e " (2ze® —2"+C) =20 -2+ Ce™ "
applicando la condizioni assegnate si ha
—-1==24C C=1

e la soluzione particolare sara
y=2x—2+e "

Esercizio 89. zy’ =y con y = 1 per x = 1.
Soluzione. riscriviamo nella forma
Yy ==
x
e introduciamo la sostituzione y = uz e ¥y’ = u + zu’; ’equazione diviene
utazu =u x%zo u=C

cioe

applichiamo la condizione

Esercizio 90. 3’ cotz +y =2 con y = 2 per z = 0.

Soluzione. riscriviamo

% cotr =2—y
e separiamo le variabili, passando poi agli integrali
N L
da cui
—In|y —2| =—InC |cosz|
cioe

y=2—Ccosz
introduciamo i valori assegnati per ottenere la soluzione particolare
y—2=C (C=0

cioe y = 2.

Esercizio 91. ¢y +y = cosx con y = % per x = 0.
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Soluzione. Introduciamo la sostituzione y = uv, ¥y’ = uv’ + v’v e avremo
wv’ + u'v + uv = cosx
raccogliamo i termini contenenti v, e avremo v (v’ + u) + uv’ = cos x; ricaviamo u
/ _ du __ _ -
v+u=0 T=-dr u=e

si avra

e %y =coszx %—e cosz [dv= [e"cosxdr

risolviamo 'integrale a secondo membro per parti
/e“‘ cosxdr = e” cosz + /e’” sinzdx = e* cosx + e” sinx — /ez cos xdx
quindi
2/6Icosmdx =e"cosx +e¥sinx + C

ora, Yy = uv, per cui

- .
_x € . _ SINT + Ccos T _
y=e m-g(smm—&—cosx)—i—Ce = f%—Ce o
ricaviamo la soluzione particolare
3+C=%1 C=0
e la soluzione e .
SINT + Cos T
y = -

2
4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI ORDINE SUPERIORE

La soluzione di queste equazioni passa soprattutto nell’abbassamento del loro ordine mediante una sostituzione
. ;. » _ _dp s . . C . . . .
del tipoy =pey” = Py qualora nell’equazione compaia la sola variabile y. Vi sono anche equazione a soluzione
immediata come nell’esercizio che segue:

Esercizio 92. y”" = —.
x

Soluzione. y =ln|z|+ Ci, ey =an|z| —z + Ciz + Cy

Esercizio 93. y” = 50
Y

Soluzione. poniamo ¢y’ =pey” = p%, da cui

dp 1
Pay = "2
e separando le variabili
dy 1
dp = — = ——y3d
plp=—75 3 Y dy

passando agli integrali

« 2
Jpdp=—5 [yPdy B =—5 [y dy p*=5,+C

Vo (et @) =0 (V- e ) (v fo ) =0

risolviamo il primo fattore

da cui

dy 1 142092

de /2

f [ y? fi x _ 2Ciy
1+2C1y V2 V2 201 R /1+gcly
1

= V1+2Cy? + C
€ \@Cl 1Y 2

da cui

Esercizio 94. 2%y” + 2y =1
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Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = p e avremo
22p +ap=1
introduciamo una nuova sostituzione: p = uv e quindi p’ = u'v + uv’; otterremo
2?2 (v 4+ wv') + uve =1
cioe
22u'v + 2w’ 4+ vz =1
raccogliendo i termini contenenti v e ponendo uguale a zero, abbiamo
v (1:21/ + ua:) + 22w’ =1
22u’ +uzr =0
e separando le variabili e passando agli integrali
du u du dz

&z u  z 7%
sostituendo nell’equazione x?uv’ = 1
' =1
da cui
v=Inz+C;
ma essendo p = uv, e p = %
4y = 1 Inx + G

. dr =x T

ossia
Y= flnjxderf%dx = [Inz(dlnz) + CiIn|z| + Cy

da cui

1
y= §|1nx|+C’11n|z|+C'2

Esercizio 95. yy” = 4%y + y'2

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = pe y” = pﬁ; I’equazione infatti non contiene termini in x

dp
o = y’p +p?
Yy
dividendo per py
dp D
— =y + =
dy y

e introducendo la nuova sostituzione p = uy, p’ = u + yu’, avremo
utyu =y+u
dacuiv'=leu=y+C,p=y?+Ciy; map= %7 per cui

dy _ o / dy dy
— =y +C ———[dex 2= —">"——
de 7 1y y2+C’1yf fy(y—!—C&)
risolviamo questo integrale
é—i— B B 1
y yy+C) yy+C)
da cui Ay + ACy + By = 1, che da
1 1
A=— B=——
Ch Ch
e quindi
1 dy 1/ dy 1 1
=— [ <= = —Inly|— —In|C; +y|+C -2
v Ol/y CiJ y+Ci G nlyl Cln| 1+l
ossia
1 y
=—1 C
T o n Cl+y‘+ 2

Esercizio 96. yy” —y' (1+¢') =0
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Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = pe y” = p%; I’equazione infatti non contiene termini in x

dp
— (1 —
yp a p(l+p)=0

dividendo per py

e introducendo la nuova sostituzione p = uy, p’ = u + yu’, avremo

1
utyu ———u=0
Y

da cui u/ = g e u=— + Ci, per cui p= —1+ Cyy; ma p = g, per cui
dy dy
dzx Y ! /Cly—l
ossia
r=In|Cry— 1|+ Cy
Esercizio 97. y” = _E/

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = p e y” = p';
x

p=—-
D

ossia
dp _

pd:c -7

e separando le variabili e passando agli integrali

pdp = —xdx [ pdp = — [ xdx

da cui
L 240 p= O
mapz%
osoe
da cui

dy = +V/Cy —22de y== [/C1 —2%dx

risolviamo 'integrale con la sostituzione x = /Cy sint, e dz = \/C; costdt,

y:i/\/Cl (1—sin2t) COStdtZi\/Cl/COStht

e applicando le formule di bisezione
1 3 2t 1 1 t 1
y=+/Ch / —'—C%dt — +/C (2 /dt—i— 2/cos2tdt> — +/C, (2 n 4sin2t) Oy

ma ¢t = arcsin —=
VCi

y:i\/Cl +x\/01—$2)+02

1 . T
— arcsin ——
2 VO, Gy

/

Esercizio 98. zy” = ¢/ In L
T



ESERCIZI SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y = p e y” = p';

xp’ =pln p
x
e dividendo per z
; P, D
p==In=
T

. . S p ;L /
questa equazione, abbassata di grado, si puo risolvere ponendo £ =u e p’ = u + zu

u+zu =ulnu xﬁ:u(lnu—l) dx:u(lni?l)
passando agli integrali
In
ln|x:/&:/m:ln(lnu—l)—l—lnCl
da cui
r=Cilnu—-C;
ma u = £
r=Cln?-C x+C =Cn? Cil—l—l:lng
cioe
A

ma p = Z—Z, per cui, separando le variabile e passando agli integrali

Y= /xecildx

y=Cretit (z— Cy) + Cy

e integrando per parti

Esercizio 99. Trovare la soluzione particolare di (1 + ;U2) y’ —2xy' =0cony=0,y =3 perz=0.

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y = p e y” = p';
2x

A
x2+1p

(1+a%)p —2zp=0 p —
questa & un’equazione differenziale omogenea di primo grado
p= Cle+fm§—ildz _ 016111(3;2+1) —c (x2 n 1)
map=1y = %, per cui
%:Cl (a2 +1) [dy=C1[(2*+1)dx
e quindi

CE?’
y:Cl (3+CE>+CQ

troviamo il valore di C7, imponendo la condizione assegnata

3=0C4
troviamo ora Cy
23
cioe
Co=0
e la soluzione particolare e
y =+ 3z

Esercizio 100. Trovare la soluzione particolare di 1 + y/2 =2yy”=0cony=1,y =1perz=1.

39
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Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = pe y” = p@ (non compare il termine x);
dy ’

dp 1+p2_2 dp

1+ p* = 2yp—- =2y
y P dy
separando le variabili e passando agli integrali
1 [dy 1 2p
e e A d
2/ vy e 14 p? P

da cui
Inly|=In|[l+p*+InC y=Ci(1+p?)
ma p =19, e quindi
y=Cr+Cy? y2=2 1
C1
risolviamo rispetto a g’

y—Ch dﬁ_i 1
Cl dx_ \/Cl

y =+

vy —Ch

passando agli integrali e risolvendo

cioe
2\/01\/y701::|:$+02
trovo C;
1-C4 1
1::t C \/01:\/1—01 611:5
1
trovo Cq

1
2P\ 15 =%1+C 1=14+C C2=0

e la soluzione particolare e

Esercizio 101. Trovare la soluzione particolare di yy” + yl2 = yl3 cony=1,y =1 perz=0.

Soluzione. Introduciamo la sostituzione y' = p e y” = p% (non compare il termine x);

WP =y WP
dy dy yp
separando le variabili e passando agli integrali

dy / D dp
= L —dp Inlyl=
/ Y p-p 7 ] fp?*p

risolviamo 'integrale sostituendo alla frazione la somma di due frazioni con numeratore da individuare

A B 1

=+ —
p p—-1 »pl-1
moltiplicando e confrontando i termini di pari grado

Ap— A+ Bp=1 p(A+B)—-A=1=

da cui A=—1e B =1, per cui

d d
ln\y|:f;p+ffp lnCl|y|:1n‘E’

p—1 b
cioe ' q
—p=1 _y-
C1y =3 Cly = y/
cioe
1
dx 1-Chy
da cui, separando le variabili
C
r=y— 711/2 +C

trovo C;
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trovo Cy
0=1+Cs Cy=-1
e la soluzione particolare e
y=x+1

Esercizio 102. Trovare la soluzione particolare di y”y® =1 cony =1,y =1 per x = %
Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = pe y” = p% (non compare il termine x);

@3:1 dj_l

p dyy p dy = 3
separando le variabili e passando agli integrali
/ pdp = / ydy
1

p2 = —7+201
Y

da cui

cioe

V2012 -1
+ 1Y

Y
ma p = %, per cui, separando le variabili

/ do — 4+ / ydy 1 2Chydy
V20?2 -1 2C1 ) /2042 -1
ma D [\/QClyQ — 1] = \/%, per cui

1
xr = if\/201y271+02
1
trovo C;
1=+v2C; -1 Cy=1
trovo Cy
1157140 Cy=1
e la soluzione particolare e
2% — 422 =1

Esercizio 103. Trovare la soluzione particolare di yy” + le =lcony=1,y =1perz=0.
Soluzione. Introduciamo la sostituzione y' = p e y” = p% (non compare il termine x);

dp
=1 ypo-=1-p°
y

dp
dy

separando le variabili e passando agli integrali

/pdp __}/—2pdp_ dy
1-p2 2/ 1-p2 | y

yp

da cui

cioe

d . C .
ma p = 2%, per cui, separando le variabili
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ma D [«/yQ — Cl} = \/yZy—icl’ per cui
a:z:l:va—C'1—|—C'2

1l=4+y/1-Cy C1=0

trovo C;

trovo Cy
0=Cy—1 Cy=1
e la soluzione particolare &
r=y+1

Esercizio 104. Trovare la soluzione particolare di y” + 52+ (y —1) =0 con y = 2, y/ = 2 per z = 0.
Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ = pe y” = pg—z (non compare il termine x);

p%— +ply-1)=0 %—p=—(y—1)

questa ¢ un’equazione di Bernoulli con o = 1; introduciamo pertanto la sostituzione p = uv e p’ = v/v + v'v

vo+uv—uw—1+y=0
ricaviamo u raccogliendo i termini contenenti v

v —u)+uw —1+y=0
da cui

v—-—u=0 u=eY
e sostituendo
v +y—1=0

cioe

r_dv _ 1-y _ 1-y — e Y
v_dy_ey v= feydy =Yye

pertanto
p=uv=eY (ye_y) =y+C

d . C .
ma p = 5%, per cui, separando le variabili

dx = yfél r=In(y+C1)+Cs

trovo Cy
2=2+C4 Ci=0
trovo Cy
0=In2+Cy Coy=-—In2
e la soluzione particolare e
x:lny—an:lng
2
da cui
y = 2e

Esercizio 105. Trovare la soluzione particolare di y? + y/2 —2yy”=0cony=1,4y =1perz=0.
Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y’ =pe y” = pfi% (non compare il termine x);

dp
Y+ p* = 2ypo =0
y

introduciamo pertanto la sostituzione p = uv e p’ = v'v +u'v
y? + uv? — 2yuw (v'v +u'v) =0
svolgendo e raccogliendo i termini contenenti v
v? (u? = 2yud) + +y* — 2yutvr’ =0

da cui, ricavando u

2

2yuu’ = u Qy% =u
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separando le variabili
Inful=1illy w=y
ora sostituendo questo valore di u, abbiamo
=270 =0 w' =3 v=y
per cui
p=uww =,y -y p=y+Ci
d

ma p = Z%, per cui, separando le variabili

dx = yiycl x=Inly+ C1| + Cs

trovo Cy
I=1+C1  C1=0
trovo Cy
O0=Inl+Cy Cy3=0
e la soluzione particolare ¢
r=Iny

x

y=e

EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Esercizio 106. Trovare la soluzione particolare di xy” + yl = g2

Soluzione. L’equazione omogenea associata e xy” + y/ = 0; risolviamo tale equazione sostituendo iy’ = x e
y” = p'; avremo
wp=0 ag=—p [L=-]%F
da cui
In|z| =In

G
p

p=—

ma p = % per cui
y=Cilnz+ Cy

La soluzione generale dell’equazione omogenea di tipo y™ + Py (z)y™ Y 4+ ... + P, () y = 0 ha la forma
y=Ciyr +Coyz + ... + Cryn

La soluzione generale di un’equazione lineare non omogenea (come in questo esercizio) ha la forma y = yo + Y,
dove yg € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y & la soluzione particolare dell’equazione non
omogenea.

Se & noto un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea, la soluzione generale dell’equazione
non omogenea corrispondente puo essere trovata dalla formula y = C; (z) y1 + C2 (2) y2 + ... + Cp, () Y, dove le
funzioni C; (x) sono definite dal sistema di equazioni

C’i (m)y,l +C’é (x)ylg—k...—l—C,:L (z)y? = 0
Cy(x)yy + Cy(z)yg + ... + C, (7) y, = 0
................................... = 0
@)y + @)+ O @)y, = f ()

(metodo delle costanti arbitrarie).
Applichiamo il metodo sopra indicato, dove y; = Inx e yo = 1; inoltre, 'equazione data si puo riscrivere come
{ Cy(x)lnz+Cy(z)-1 = 0
Ci@)L+Cy(x)-0 = =

risolvendo si ha

C)(z) = x?
{ Cy(x) = —a22lnzx
pertanto
Cy (z) = [2Pdz = g—s—i—A Cs (z) = —fx2lnxdx:—m—;lnx+x—3+3
con A e B costanti arbitrarie. La soluzione sara
3 3 3

23 x x x
y=C1(z)y1 + Co (x)y2 = (3+A>1nx+<3ln:c+9+B> :ngAlnerB
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. . . . . ’
Esercizio 107. Trovare la soluzione particolare di zy” — xy = 322
. . . N / . . .
Soluzione. L’equazione omogenea associata ¢ xy” — xy = 0; risolviamo tale equazione
y =y y=Ci+0Cs e

per cuiy; =Cp -1 ey, = Coe”
La soluzione sara della forma y = Cy (z) - 1 + Cs (z) ”; e 'equazione data si puo scrivere come y” — y' = 3x
Applicando ancora il metodo delle costanti arbitrarie, avremo

{Ci(m)-i—C;(x)(f”” = 0
Ci(x)(-1)+Cy(x)-0 = 3z

risolvendo si ha

Cy(r) = -3z
Cy(z) = 3ze™@
pertanto
C (x) :—fodx:—%—i—A Co(z)=3[ze"dr=—(x+1)e "+ B
con A e B costanti arbitrarie. La soluzione sara
32

y:—7+A—($+1)67I+B€z:

EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL SECONDO ORDINE A COEFFICIENTI COSTANTI
Esercizio 108. Trovare la soluzione generale dell’equazione 2y” — 3’ — y = 4xe?®

Soluzione. Questa equazione ¢ del tipo y” + ¢’ +y = f (z). La sua soluzione generale pud essere scritta come
y =1yo + Y dove yg ¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione particolare dell’equazione

completa.
L’equazione con secondo membro nullo & 2" — 3 —y = 0 e la sua equazione caratteristica & 2k —k — 1 =0,
le cui soluzioni sono ks = —% ek =1.

In questo caso la funzione f (x) che caratterizza il secondo membro ha la forma di e** P, (x) dove P, (z) ¢ un
polinomio di grado n. Nel nostro caso a = 2 e n = 1. La soluzione generale dell’equazione omogenea ¢ quindi del
tipo y = C1eM® 4+ Coek2?  essendo (ky # k) € R e quindi

yo = Cre” + Cre™ *

Le caratteristiche evidenziate della funzione al secondo membro, consentono di esprimere la soluzione particolare
nella forma

Y = e?* (Az + B)
Deriviamo due volte

Y’ =2e% (Az + B) + Ae®* Y7 = 4e** (Azx + B) + 24e%* + 2Ae*"

sostituiamo le derivate nell’equazione data e confrontiamo i termini in z con lo stesso grado e dividendo poi il
tutto per e**,avremo

5Ar +T7A+5B =4z
da cui
5A=4 TA+5B=0

avremo

e la soluzione sara

Esercizio 109. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ + y = xe®
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Soluzione. Questa equazione & ancora del tipo y” + 3y’ + y = f (z). La sua soluzione generale pud essere
scritta come y = yo + Y dove yg € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione particolare
dell’equazione completa.

L’equazione omogenea ¢ iy — 2y’ +y = 0 e la sua equazione caratteristica & k? — 2k 4+ 1 = 0, che essendo il
quadrato di un binomio, ammette due radici uguali K7 = ko = 1.

La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo yo = e* (C1 + Cax)

In questo caso la funzione f (x) che caratterizza il secondo membro ha la forma di e**P,, (x) dove P, (z) ¢ un
polinomio di grado n. Nel nostro caso a = 1 e n = 1. La soluzione particolare Y, questa volta, avendo 1’equazione
caratteristica una radice doppia, sara del tipo y = 27e**Q,, (z) = x%e® (Ax + B), dove r = 2, indica l'ordine
della radice

Deriviamo due volte

Y’ = 2ze” (Ax + B) + 2%¢” (Az + B) + Ax?e”
Y? = 4ze” (Az + B) + x%e” (Az + B) + 2¢* (Azx + B) + 2A2%e® + 4xe”
sostituiamo le derivate nell’equazione data e confrontiamo i termini in x con lo stesso grado e dividendo poi il
tutto per e**,avremo
6Ax +4B ==
da cui

A= B=0

o=

e la soluzione sara 1
y=¢€" (C1 + Cox) + 63:369“

Esercizio 110. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” + y = xsinx

Soluzione. Questa equazione ¢ ancora del tipo y” + ¢’ + y = f (z). La sua soluzione generale pud essere
scritta come y = yo + Y dove yg € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione particolare
dell’equazione completa.

L’equazione omogenea ¢ y + 1y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k% + 1 = 0, che ammette solo radici
complesse K = +1 (Un numero complesso pud essere rappresentato da k = a & i3, nel nostro caso quindi a =0
ef=1

La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo yg = e** (C} cos fx + Co sin Sz)

f(x) = xsinz, cioe della forma e [P, (z) cos bx + Qn, (x) sin bx]. Nel nostro casoa =0eb=1, P, (z) =0¢
Qm () =z, quindi a =0, b =1, r = 1 e la soluzione particolar & del tipo

Y =z [(Az + B) cosz + (Cz + D) sinz]
Deriviamo due volte
Y’ = 2Axcosz — Az’ sinz + Bcosz — Bxsina + 2Cxsinz + Cz? cosx + Dsinz + Dz cosz
Y? = —Ax? cosx — Ca?sinz — 4Axsine — Bacosx + 4Cx cosx + 2A cosz — 2Bsina + 2D cosx — Dz sin x
sostituiamo le derivate nell’equazione data
—4Azsinx + 4Cx cosx + 2Acosx — 2Bsinx + 2D cosz = zsinz
e confrontando i termini in z cosx, x sin x, cos x, sin x , avremo
A=-1 B=0 D=1 B=0

e la soluzione sara

2

1 1
y=Cicosx+ Cysinx — Z:U coszx + Z:vsinx

Esercizio 111. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 5y’ + 6y = 0

Soluzione. Questa equazione & omogenea e la sua equazione caratteristica & k2 — 5k + 6 = 0, che ammette le
radici k1 =2 e ko =3
La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo yo = C1e*1* + Cae*2®per cui

Y= 01621 =+ 026393

Esercizio 112. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ + 2y =0
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Soluzione. Questa equazione & omogenea e la sua equazione caratteristica & k2 — 2k + 2 = 0, che ammette
radici complesse k1 =1—ieko=1+i, percuia=1e =1
La soluzione dell’equazione omogenea &, pertanto, del tipo e*® (C4 cos Sz + Co sin Sz) per cui

y =e” (Cycosx + Cysinx)

Esercizio 113. Trovare la soluzione generale dell’equazione
v-y_,
Y
Soluzione. Questa equazione si puo riscrivere come
3y —y +y=0
e risulta quindi omogenea; la sua equazione caratteristica & 3k? — k + 1 = 0, che ammette radici complesse

kl — 1—%’/ﬁ k2 — 1+%/ﬁ

per cui a =
La soluzione dell’equazione omogenea &, pertanto, del tipo e*® (C cos Sz + Cy sin Sz) per cui

1 _ V11
gef="%

" 11 11
y=esc (Cl cos %x + Cy sin \/(:J:>

Esercizio 114. Trovare la soluzione particolare dell’equazione y” — 53" + 4y = 0 quando per z =0, si ha y =5
!/
ey =8

Soluzione. Questa equazione & omogenea; la sua equazione caratteristica & k? — 5k + 4 = 0, che ammette le
soluzioni

ki=1 ko=4
La soluzione dell’equazione omogenea €, pertanto,
y = Cre® + Che'®
calcoliamo la derivata prima di tale soluzione
y = Cre” + 4Coe™®

per cui
Ci+Cy=5 Ci=4
{Cl+402=8 {0221
e la soluzione particolare ¢
y = 4e” + e'®

Esercizio 115. Trovare la soluzione particolare dell’equazione y” 4+ 4y = 0 quando per x = 0,si hay =0e
!
y =2

Soluzione. Questa equazione & omogenea; la sua equazione caratteristica & k% + 4 = 0, che ammette come
soluzioni k = £2i, (a¢ =0e = 2)
La soluzione dell’equazione omogenea €, pertanto,

y = C7 cos2x + Cs sin 2z
calcoliamo la derivata prima di tale soluzione
y' = —2C sin 2z + 2C5 cos 2z

per cui
Ci=0 Cy=1
e la soluzione particolare ¢
y = sin 2x

Esercizio 116. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 4y = x2e*
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Soluzione. Questa equazione & ancora del tipo y” + 3y’ + y = f (z). La sua soluzione generale pud essere
scritta come y = yo + Y dove yg € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione particolare
dell’equazione completa.

L’equazione omogenea & y — 4y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k> — 4 = 0, che ammette le due
soluzioni k1 = —2 e ky = 2

La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo yo = Cre™ 2% + Coe?®

f (z) = 2%e2*, cioe della forma 2" Q,, (z). Nel nostro caso a = 2 e r = 1, e la soluzione particolar & del tipo

Y = ze*® (Ax2 + Bz + C)
Deriviamo due volte
Y’ = ¢e*" (Az* + Bx + C) + 2ze** (A2® + Bz + C) + ze** (24z + B)
Y7 = 2e* (Az? + Bz + C) + €*" (2Az 4 B) + 2¢** (A2? + Bz + C) + 4xe®® (A2® 4+ Bz + O)

+2xe%® (2Ax + B) + €2® (2Ax + B) + 2ze® (2Az + B) + 2Axe*®
sostituiamo le derivate nell’equazione data, dividendo tutto per e2*

4A2® + 4Bz + 4C — 8Az® + +4Bx + 2A + B + 2A = 2?
cioe

—4Az® + 8Bz + 4A+ B +4C = 2?

da cui

e la soluzione sara

Esercizio 117. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 4y’ 4 4y = sin 2z + e*

Soluzione. Questa equazione ¢ del tipo y” +y'+y = f1 () + f2 (z). La sua soluzione generale puo essere scritta
come y = yo + Y7 + Y5 dove yg € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y7 4+ Y5 la soma delle soluzioni
particolari dell’equazione completa.

L’equazione omogenea & iy — 41y’ + 4y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k? — 4k + 4 = 0, che ammette la
radice doppia k = 2.

La soluzione dell’equazione omogenea & yo = €2* (Cy + Cox)

troviamo Y; per fi () = sinz, cioé della forma e®* [P, (x) cos bz + @, (x) sin bz]. Nel nostro caso a = 0 e
b=2,P,(x)=AeQpn(x) =B, quindi Y; = Acos2z + Bsin 2z

troviamo ora Ys per fo (x) €2%; sara Yo = C22e?; pertanto

Y =Y; 4+ Ys = Acos2z + Bsin 2z + Ca?e®®

Deriviamo due volte
Y’ = —2Asin 2z + 2B cos 2z + 20ze*® + 2C2%e*”
Y” = —4A cos 2x — 4B sin 2z + 2Ce** 4+ 8Cxe** + 4Cz2e*”
sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo
8Asin 2z — 8B cos 2z + 2Ce*® = sin 2z + €**
e confrontando i termini in cos 2z, sin 2z, e?*, avremo
A={ B=0 C=1
e la soluzione sara

1 1
y = e** (C1 + Cox) + 3 cos 2x + §$262x

Esercizio 118. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” —y' +y = 2% + 6
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Soluzione. L’equazione omogenea ¢ 3y — 3’ +y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k2 — k 4+ 1 = 0, che

ammette le due soluzioni complesse k1 = 1%\/5 e ky = #

La soluzione dell’equazione omogenea €, pertanto,
o 3 3
Yo =€2 <C’1 cos gl‘ + C5sin \2[55)

f (z) = 23 + 6, cioe della forma e?®Q,, () con a = 0. La soluzione particolare ¢ del tipo
Y =A2® + B2 + Cx + D
Deriviamo due volte
Y’ =342+ 2Bz +C
Y” =6Ax + 2B
sostituiamo le derivate nell’equazione data
Az® 4+ 2? (B—-3A)+x(6A—-2B+C)+2B+C+D =246
cioe
A=1 B—-3A=0 6A—-2B+C=0 2B+C+D=6

da cui

e la soluzione sara

- 3 3
y=-e2 <Clcos\2[x+Cgsin\2[x) + 23 + 322

Esercizio 119. Trovare la soluzione particolare dell’equazione y” + 2y’ + y = e*

Soluzione. L’equazione caratteristica ¢ k% + 2k + 1 = 0, che ammette due soluzioni coincidenti kq o = —1,
La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto,

yo =€ 7 (C1 + Cox)
ora f (x) = ** e quindi

Y = e"P, (z) = Ae*®

calcoliamo la derivata prima e seconda
Y! = 2A4¢2® y” = 4 Ae3®
sostituisco nell’equazione data
9Ae* = e2*

da cui

1
A=~
9
e la soluzione ¢ )
y= e’ (Cl + CQIE) + §621

Esercizio 120. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” 4 3’ — 2y = 8sin 2z

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ 35 + 3’ — 2y = 0 e la sua equazione caratteristica & k? + k — 2 = 0, che
ammette le radici k1 = —2e ky =1
La soluzione dell’equazione omogenea ¢ 3 = Cre~ 2% + Cye®
troviamo Y che sara della forma e** [P, (z) cos bz + @, () sin bz]. Nel nostro casoa=0eb=2, P, (z) = A
e Qm (z) = B, quindi Y = Acos2x + Bsin 2z
Deriviamo due volte
Y’ = —2Asin2x + 2B cos 2z
Y”? = —4Acos2x — 4Bsin 2x
sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo
(—2A — 6B)sin 2z + (—6A 4 2B) cos 2z = 8sin 2z
e confrontando i termini in cos 2z, sin 22, avremo

A=-2 B=—

SN
[$)[<
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e la soluzione sara

2 6
y = Cre 2% + Che® — 5 cos 2x — 5 sin 2x

Esercizio 121. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 7y’ + 12y = —e*®

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ y  — 7y’ + 12y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k2 — 7k + 12 = 0, che
ammette le radici k1 =3 e ko =4
La soluzione dell’equazione omogenea & yo = C1e3* + Coe®
troviamo Y che sara della forma e%® P, (z). Nel nostro caso a = 4, P, (r) = Az, quindi Y = zAe?®
Deriviamo due volte
Y = Ae*® + 4Azet®
Y? = 4Ae* + 44e*® 4 16 Aze’®

sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo, dividendo tutto per e
8A + 16Ax — TA — 28Ax + 12Ax = —1

Az

e confrontando i termini simili
A=-1
e la soluzione sara
Y= 01631’ + 0264£E o f£€4$

Esercizio 122. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ + y = 2¢*

Soluzione. L’equazione omogenea ¢y — 2y’ +y = 0 e la sua equazione caratteristica & k2 — 2k + 1 = 0, che
ammette due radici coincidenti k = 1

La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yo = e® (C7 + Cax)

una soluzione particolare sard ¥ = Ax2e”

Deriviamo due volte

Y’ = 2Aze” + Az?e®
Y” = 24e” 4+ 4Aze” + Ax?e”
sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo, dividendo tutto per e*
2A 4+ 4Ax + Az? — 4Ax — 2A2° + Az® =2

e confrontando i termini simili
A=1
e la soluzione sara
y = €% (Cy + Coe®) 4 2%e®

Esercizio 123. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ — 8y = e* — 8 cos 2z

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ y” — 2y’ — 8y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k? — 2k — 8 = 0, che
ammette le radici k1 = -2 e ky =4

La soluzione dell’equazione omogenea & g = Cre 2% 4 Cyet®

troviamo Y7 per f1 () = e*, cioé della forma Y, = Ae®

deriviamo due volte

Y, = Ae® Y, = Ae®

sostituendo e uguagliando a e*, avremo A = 7%

troviamo ora Ys per fo () = —8cos 2x; sara Yo = B cos 2z + C'sin 2z;

Deriviamo due volte

Y’ = —2Bsin 2z + 2C cos 2z
Y” = —4Bcos2x — 4C'sin 2z
sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo

cos 2z (—12B — 4C) + sin 2z (12C 4+ 4B) = —8cos 2z
e confrontando i termini in cos 2z, sin 22, avremo

B—3 — 1
=35 C=3
e la soluzione sara

1 3 1
y=Chre 2 4 Che®® — §e"” + E cos 2x + £ sin 2z
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Esercizio 124. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ + 5y = €% cos 2x

Soluzione. L’equazione omogenea & y” — 2y’ + 5y = 0 e la sua equazione caratteristica & k? — 2k + 5 = 0, che
ammette le radici k1 =1 —2ie ko =1+ 217

La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yg = e* (Cy cos 2z + Cy sin 2x)

troviamo Y per f (z) = ecos2z”, cioe Y = e” [Az cos 2z + Bz sin 2x]

deriviamo due volte

Y’ = €” [Ax cos 2x + Bx sin 2z] + €* [A cos 2z — 2Ax sin 2x + B sin 2z + 2Bz cos 21
Y”? = e [Axcos2z + Bxsin2z] + 2e” [Acos 2x — 2Ax sin 2z 4+ Bsin 2z + 2Bz cos 2z] +
+e” [—4Asin 2z — 4Ax cos 2x + 4B cos 2z + 4B sin 2]
sostituendo e dividendo per e”, avremo
(4B) cos 2z + (—4A) sin 2z = cos 2z

dacuiBzieAzO

e la soluzione sara 1

y = €” (C cos 2z + Cysin 2z) + erx sin 2z

Esercizio 125. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” + 1 = 2¢® + 5z

Soluzione. L’equazione omogenea & y” + 1’ = 0 e la sua equazione caratteristica & k? + k = 0, che ammette le
radici ki = —1e ko =0
La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yg = Cie™* + Cy
troviamo Y per fi (x) = 2e*, cio¢ della forma Y; = Ae*
deriviamo due volte
Y, = Ae® Y] = Ae”
sostituendo e uguagliando a e*, avremo A = 1 e quindi Y; = e*
troviamo ora Y per fa (x) = 5x; sara Yz = z (Az + B);
Deriviamo due volte
Y'=2Az+ B
Y’ =2A
sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo
2A+2Az + B =5z
e confrontando i termini simili, avremo
A= g B=-5

5 . N
con Y = 3% — 5z e la soluzione generale sara

5
yzCle_””+Cg+§x2—5m+e””

Esercizio 126. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — y = 2xsinx

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ " —y = 0 e la sua equazione caratteristica & k2 — 1 = 0, che ammette le
radici ki = —1leky =1

La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yo = Cre™* + Cye”

troviamo Y per f (z) = 2z sinz, della forma Y = (Ax 4+ B) cosz + (Cx + D) sinx

deriviamo due volte

Y'=(A+Cxz+ D)cosz + (C — Az — B)sinz
Y?=Ccosz— (A+Czx+ D)sinz — Asinz + (C — Az — B) cosx
sostituendo
(=2A —2D)sinz — 2Czsinz + (2C — 2B) cosx — 2Ax cosx = 2z sinx

e uguagliando i termini con sin x, cosz, xsinx, x cosz, avremo A =0 B =-1,C=-1,D =0

y=Cre "+ Coe® —cosz — rsinx

Esercizio 127. Due carichi uguali sono sospesi all’estremita di una molla. Trovare I’equazione del moto descritto
da uno di questi carichi se I'altro si stacca dalla molla.
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Soluzione. Introduciamo le seguenti condizioni: allungamento della molla sotto ’azione di uno dei carichi a
riposo uguale ad a e massa del carico m. Se z ¢ la coordinata del carico misurata lungo la verticale a partire
dalla posizione di equilibrio in presenza di un carico, si ha

d?z mg
Mmoo :mg—j(a:—&—a)
riscriviamo ’equazione in una forma piu sintetica
d’z g
az - a"

che possiamo riscrivere ancora con le notazioni finora utilizzate
» g

z (t)+=2=0
a

Equazione omogenea di tipo k2 = —4 e cui soluzioni sono k; = f\/g e ky = \/g

La soluzione sara
x (t) = Cq cos \/Et + Cysin \/Et
a a

dt_x()_—C’l\/;sm\/;H—C’g\/;cos at

t
se le condizioni iniziali sono g = a e (‘Zl—f)o =g = 0, si ottiene C; = a e Cy =0, si ha

_ g
T =acos,/ =
a

5. EQUAZIONI A COEFFICIENTI COSTANTI DI GRADO SUPERIORE AL SECONDO
Esercizio 128. Trova la soluzione generale della seguente equazione y” — 13y” + 12y’ =0

Soluzione. L’equazione ¢ omogenea e come per il caso delle equazioni di grado due
k(k2—13k+12k) =0 k1 =0 ko=1 k3=12
per cui la soluzione generale, sulla falsariga delle equazioni di secondo grado
y = Cy 4+ Che® + Cse'?”

Esercizio 129. Trovare la soluzione generale dell’equazione y!" — 2y/” +y =3

Soluzione. L’equazione omogenea & y/V — 2y/” +9" =0 e la sua equazione caratteristica ¢ k* — 2k3 4+ k? = 0,
che ammette le radici doppie k12 =0e ksq =1

La soluzione dell’equazione omogenea € yg = C1 4+ Cox 4+ Cze” + Cyxe®

f(z) =2 per cui Y & della forma Y = 2? (Az® + Bz? + Cx + D)

deriviamo quattro volte

Y =5Ax* +4Bx3 +3C22 + 2Dz Y = 20423 + 12B2? + 6Cx + 2D
Y = 60422 4 24Bx + 6C  y'V = 1204z + 24B

sostituendo e raggruppando secondo le potenze di z, si ha

23 (20A) 4 2% (1204 + 12B) + 2 (1204 — 48B + 6C) + (24B — 12C + 2D) = 3

e confrontando i termini simili, avremo A = 5= B =1,

20 C =3, D =12 e la soluzione generale sara

1 1 )
y = C1 + Cox + C3e” + Cyxe® + 270:55 + 5334 + 323 + 1222
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